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摘 要: 插值 正 交 尺度 函数 在 抽样 理论 、 信 号 处 理 和 计算 机 图 形 学 等 方面 有 重要 应 用 ， 本 文 给 出 了 紧 支 撑 
正 交 插值 向 量 尺度 函数 的 定义 ， 并 对 它们 进行 了 刻画 。 我 们 证 明了 向 量 小 波 子 空间 的 抽样 定理 问 
题 能 被 转化 为 每 个 分 量 所 在 的 闭 空间 的 抽样 定理 问题 。 进 一 步 ， 我 们 得 到 了 向量 小 波 子 空间 中 抽 
样 定理 的 具体 表达 形式 。 最 后 ， 我 们 构造 了 两 个 例子 。 
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1 引言 


小 波 分 析 是 近 二 十 年 来 迅速 发 展 起 来 的 一 门 新 的 学 科 ， 是 继 传 立 叶 分 析 之 后 的 一 个 突破 性 
进展 ， 它 为 许多 相关 领域 提供 了 强 有 力 的 工具 。 近 年 来 ， 多 小 波 吓 理论 成 为 小 波 分 析 的 研究 热 
点 。 由 于 多 小 波 能 同时 具有 正 交 性 、 对 称 性 等 优良 特性 ， 因 此 ， 它 们 已 成 为 处 理 信 号 数据 四 的 
常用 工具 之 一 。 而 且 ， 它 也 被 应 用 在 图 像 压 缩 回 ， 求 解 积分 方程 与 微分 方程 内 等 方面 。 向 量 小 
波 是 一 类 广义 多 小 波 。Xia Al Suter! 引入 了 向 量 小 波 的 概念 。 文 献 [6] 运用 向 量 双 正 交 小 波 变 
换 研 究 海洋 涡流 流动 现象 。 然 而 ， 向 量 小 波 与 多 小 波 四 是 有 区 别 的 ， 辟 如 ， 向 量 小 波 可 以 表示 
向 量 信号 ， 而 多 小 波 表示 标量 信号 ;它们 的 另 一 个 区 别 是 实施 离散 的 多 小 波 变 换 之 前 需要 预 滤 
波 ， 而 实施 离散 的 向 量 小 波 变换 则 不 必要 进行 预 滤波 。 电 视图 像 ， 数 字 电 影 就 是 多 重 向 量 信和 号 
的 例子 ， 所 以 ， 在 多 小 波 理论 与 信号 表示 中 ， 研 究 向 量 小 波 是 有 意义 的 。 

抽样 定理 在 数字 信和 号 处 理 和 图 象 处 理 中 具有 重要 的 作用 。 最 为 著名 的 抽样 定理 是 古 
典 Shannon 抽样 定理 图 。 但 是 ， 由 于 古典 抽样 定理 周知 的 局 限 性 ， 人 们 继而 得 到 了 许多 形式 的 
推广 。 小 波 分 析出 现 以 后 ，Walter 把 抽样 定理 推广 到 多 尺度 分 析 的 小 波 子 空间 中 外。 最近， 人 
们 把 它 推广 到 多 小 波 子 空 间 里 ， 得 到 了 许多 有 用 的 结果 。 

根据 上 面 我 们 知道 ， 向 量 小 波 和 多 小 波 是 不 同 的 。 尽 管 ， 关 于 多 小 波 中 抽样 定理 ， 已 经 有 
不 少 文献 ， 但 是 ， 目 前 为 止 ， 还 很 省 有 人 研究 向 量 小 波 子 空间 中 的 抽样 定理 。 在 本 文中 ， 我 们 
主要 考虑 这 个 问题 。 我 们 给 出 了 紧 支 撑 正 交 插 值 向 量 尺 度 函数 的 刻画 和 构造 ， 从 而 得 到 了 向 量 
小 波 子 空间 中 的 抽样 定理 。 


2 背景 知识 
设 常数 seZ， 而 且 s > 2， 用 Cs 表示 复数 域 上 定义 了 内 积 的 s 维 线性 空间 。 定 义 向 量 函 数 
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空间 L2(R, C°) 为 
L?(R, C’) = { F(z) = (fi(z), fals) sfa(z))* : f(z) € L?(R), ¢=1,2,--- ,s}, 


这 里 及 本 文 其 它 地 方 , 工 表示 向 量 或 矩阵 的 转 置 。 对 于 已 e (RC), lls 表示 下 的 2- 范 


数 ， 即 
l= (0 Har) 


t=1 


EN F(x) 的 积分 为 


fFe = ( 人 hadz | faas, f tæa). 


对 于 每 一 个 定 值 ER, |F 表示 通常 的 向 量 范 数 。 定 义 向 量 函 数 F(z) 的 Fourier 变换 为 
Fw) := A F(z)e—**“ dz, 
其 中 ?为 虚数 单位 。 对 于 
F(z) = ( 户 (), 户 (站 ,f(z)) , Gle) = (g(a), 922), ,gs(z)) € LR, C). 
定义 F(z) 与 G(z) 的 符号 内 积 为 下 面 的 矩阵 
(FG) := f F(2)G(a)"de, (1) 


ZE, GY 表示 G(x) WRF E. 

下 面 我 们 约定 : 已。x。 表 示 对 角 线 上 的 元 素 为 1， 而 其 它 元 素 为 0 的 s 行 s 列 单位 矩阵 ，1sxs 
则 表示 所 有 元 素 都 是 1 的 矩阵 。 

多 尺度 分 析 方 法 是 构造 小 波 的 重要 方法 之 一 。 本 节 引 进 向 量 函 数 空间 LR, Cs) 的 向 量 多 尺 
度 分 析 概 念 。 

定义 2.1 称 空间 2(R,Cs) 的 一 个 闭 子 空间 序列 {Vjjez 是 (RR,Cs) 的 一 个 向 量 多 尺度 分 
析 ( 记 作 VMRA)， 如 果 {Vj} jez 满足 下 列 条 件 。 

(a) VCV 对 任意 的 j € Z; 

(b) yen Vi = {0}; User ELR, C?) HAR, EORR s AFHR, 

(c) F(x) € Vie F(ar) € Vjt1， 对 任意 的 j EZ, a>2HaEZ; 

(d) “存在 向 量 函 数理 (z) E Vo， 使 得 {B(x 一 k)}xez 构成 子 空间 Vo 的 标准 正 交 基 。 称 更 (z) 为 
这 个 向 量 多 尺度 分 析 的 向 量 尺度 函数 。 

BK O(c) 为 紧 支 撑 的 向 量 尺度 函 数 ， 依 定义 2.1，B(z) e Voc 下 。 根 据 定义 2.1， 存 在 一 
个 有 限 支 撑 的 常数 矩阵 序列 {Ps}rez € 红 (Z)sX*s， 使 得 


(xz) = Ss Py®(ax — k). (2) 


keZ 
在 式 (2) 的 两 边 实施 Fourier 变换 ， 并 且 假 定 @(w) 在 w = 0 连续 ， 我 们 得 到 


Bw) = P(w/a)B(w/a), weR, (3) 
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其 中 

Plw) = LY Pee, (4) 

O Kez 

FK P(w) J WEW AE {Ph} eez 的 符号 函数 ， 也 称 之 为 对 应 于 更 (z) 的 符号 函数 。 不 失 一 般 性 ， 
& (0) = (1,1, eee ol? 以 及 P(0) = Esxso SW; (j € Z) Æ V; 在 Vr1 中 的 正 交 补 空间 ， 并 且 
存在 紧 支 撑 的 向 量 函 数 更 ;i(z) € L2(R,Cs), i= 1,2,---,0-1, BW, (x) (i = 1,2,---,a- 
1) 的 整数 平移 构成 子 空 间 Ho 的 Riesz 基 ， 则 Ji( € ZZ) 为 向 量 函 数 族 {Vi(aizx —k),i = 
1,2,.… , Q 一 1,k E Z} ÉI “RH” KREE LR, C) PRAE. HF Yle) Ee Wo CV, F 
在 有 限 支 撑 的 s x s 常 数 矩 阵 序 列 {Qik}jkez € l2(Z)sxs， 使 得 


W(x) = 》 QiaokE(az — k). (5) 


kez 


定义 2.2 Ki RABY, (rc) € L2(R,C*), i = 1,2,…,Q 一 1 是 对 应 于 向 量 正 交 尺度 函 
AX G(r) 的 向 量 正 交 小 波 函 数 ， 若 亚 ;(z) € L7(R,C%), i 二 1,2,… ,a 一 1 是 子 空间 Wo 的 标准 正 
Xi, FFA V(x) 5 O(c) HE 


(®(-), Wi(-—k)) =O, keZ; (6) 
(TiC), Pal — k)) = 6,700,kEsxs, kEZ, (7) 


这 里 O 表示 s x s 阶 零 矩 阵 。 


3 a 带 紧 支撑 正 交 插值 向 量 尺 度 函 数 和 向 量 小 波 


在 这 部 分 ， 我 们 主要 考虑 紧 支 撑 正 交 插值 向 量 尺度 函数 的 刻画 。 

RETENI {V hez 是 2(R,Cs) 的 一 个 向 量 多 尺度 分 析 ，B(z) WEN FIV HK 
AB REBAR. MRA P(x) = (fils), fala), f£) € VW， 我 们 能 否 用 它 的 抽 
FEF (n) = (fi(n), fan), n REHE? RIKER: 在 一 定 条 件 下 ， 结 论 是 
肯定 的 。 

W B(x) = (d(x), $2(7),… , $s(2Z))7 是 紧 支 撑 正 交 向 量 尺度 函数 ， 我 们 定义 


VY = closrzm (span{¢;(x — k), k EZ}), i=1,2,...,s. 
由 于 {P(x — k) }rez 构成 子 空间 Vo 的 标准 正 交 基 ， 所 以 有 
(B(:—k), ®(-—v)) = ôk Esxs, k,veZ. 
按照 向 量 函数 的 内 积 的 定义 把 上 边 等 式 展开 ， 我 们 就 得 到 


(gi — k) Bi 4)) (bi k), G2 — 7)) 0) 
(pal = k) pi =y) (G2 k) Ga — 0)) ++ (p20 k), bs(- —r)) 


= ôk v Bsx 8) 


(s= k) Bi — 5))  (bs(-— &),G2(-—v)) +++ (l= k), sC- v)) 
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根据 矩阵 相等 的 定义 ， 我 们 就 得 到 
(oml — k), Pnl —V)) = bm,n Ok, vs m,n=1,2,---,8, k,v eZ. 

所 以 ， 我 们 就 得 到 ;系统 {di(z — k), k © Z} 构成 一 个 空间 VS 的 一 个 标准 正 交 系统 ， 这 
里 i 二 1,2,.… ,s。 而 且 ， 我 们 间 时 得 到 : VOLVO, i#jo 

下 面 我 们 考虑 它 的 完备 性 。 

Mt FATA F(x) = (fila), fala), fe(z))7 € Vor HF {O(a — k) rez 构成 子 空间 Vo 的 标 
准 正 交 基 ， 所 以 我 们 有 

F(z) = SFO: (. — k) )®(x — k). 


keZ 


利用 内 积 的 定义 ， 我 们 有 
(fil), Bi k)) (fi), Ga —k)) + (AiG), Gs — k)) 


‘),oi(- -—k a(-), -—k Sore ‘), Bs(:—k 
ee | OO Te Oa | og 


(Fel), pil — k)) (fl), $2(: — k)) ‘aan EGF sl — k)) 
比较 等 式 的 两 边 ， 我 们 就 得 到 


方 (z) = Dr (£50), Bi(- ~k) KAEI z5 k), j = 1 25. 


KEZ i=1 
XAHVËLVO, i435, 所 以 我 们 有 
fiz) = >》 (Fi), pC &) jd- k), i=1,2,...,s. 


keZ 


实际 上 ， 我 们 已 经 证 明了 这 部 分 的 一 个 主要 结果 。 
定理 3.1 假设 闭 子 空间 序列 {V;}yez Æ LR, C) 的 一 个 向 量 多 尺度 分 析 ， 向 量 


(x) = (41(), glz), Ga(@))” 
为 它 的 子 空间 V 的 向 量 尺 度 函 数 。 我 们 定义 
TV = closrz(R) (span{wi(z —k), ke Z}), i= 1,2,... ,8, 


MRA, 我 人 有 WW = VP x VO x x VO. HE, VOLVO, i456 
因此 ， 向 量 小 波 子 空间 的 抽样 定理 问题 就 转化 为 每 个 分 量 所 在 的 闭 空间 VQ? (i = 1 2 … , 8) 
的 抽样 定理 问题 。 如 果 在 每 个 闭 子 空间 VO (i = 1,2,--- , s) 的 任意 函数 f(z)， 我 们 有 


fi(z) = > Silko- k), f=1,2,... ,8, 


keZ 


WA, WEA Fle) = (fla), folw),--- , fo(x)) € WwW， 我 们 就 可 以 用 它 的 抽样 
F(n) = (fi(n), feln), fa(n))” 
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来 重 构 它 。 
下 面 我 们 考虑 向 量 小 波 子 空间 中 抽样 定理 的 具体 形式 。 
假设 P(x) = (¢1(2), $2(z), TS s(x))* 是 紧 支 撑 正 交 向 量 尺度 函数 ， 如 果 它 连续 而 且 满足 


(k) a (dr (k), ġ2(k), EAR a ds(k))” = Ôo, k lsx1, (9) 


那么 ， 我 们 说 它 具 有 插值 性 质 ， 并 称 它 是 紧 支 撑 正 交 插 值 向 量 尺度 函数 。 

如 果 (zx) a ($1 (2), halz), a ORT és(x))7? 是 紧 支撑 正 交 插值 向 量 尺 度 函 数 ， 对 于 所 有 F(x) = 
(f(z), fals), =) fey E€ Vo» 所 以 我 们 有 

F(x) = 》 Ap®(x — k), 
kez 

ZE (Ag) = (F(-), ®( 一 上))。 

公式 (9) 说 明 每 个 函数 Gi(x) (i = 1,2,… ,s) RAE, BERN (C, C- k) = 
fi(k), ij = 1,2,… ,s。 再 根据 (8) 式 ， 我 们 容易 得 到 


Silk) fi(k) falk) 
falk) falk) --- falk) 
fs(k) fs(k) 2 fs(k) 
A, WRO) = (d(x), ga(z)……，gs(z) 并 是 紧 支撑 正 交 插值 向 量 尺度 函数 ， 我 们 得 到 


了 向 量 小 波 子 空间 的 抽样 定理 的 表达 式 。 
对 于 所 有 F(x) = (fila), 及 (7),… ,fs(z))”eE Vor BATA 


户 (z) filk) filk) ~- filk) oi(x — k) 

f(x) 2 3 falk) folk) +--+ fo(k) a(x — k) l (10) 
| oes RE =, 

f(x) fs(k) fs(k) We fs(k) bs(x — k) 


反 过 来 ， 如 果 等 式 (10) 成 立 ， 我 们 把 它 展开 就 得 到 每 个 分 量 的 表达 式 


fiz) =) >》 Alb) g(s- k), i=1,2,...,s. 


kEZ j=1 
又 因为 VOL ijs 所 以 我 们 有 
fila) =J (FC), bi — k) dilk), $= 1,2,---, 8, 
kez 


这 就 是 说 ， 每 个 函数 pi(z) 是 插值 的 , 即 紧 支撑 正 交 向 量 尺度 函数 鲁 (z) = (G1 (x), $2(7),… , bse) 
具有 插值 性 质 。 这 与 单 小 波 子 空间 里 抽样 定理 是 相似 的 。 
因此 ， 我 们 已 经 证 明了 这 部 分 另外 的 一 个 主要 结果 。 
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定理 3.2 ”假设 闭 子 空间 序列 {Vjyez ELR C 的 一 个 向 量 多 尺度 分 析 ， 向 量 
B(x) = (41(2), 2(z)… ,4e(z)) 
为 它 的 子 空 间 Vo 的 向 量 尺 度 函 数 。 则 向 量 函 数 O(c) 具有 插值 性 质 当 且 仅 当 (10) 式 成 立 。 


4 一些 例 子 


下 面 ， 我 们 将 给 出 两 个 紧 支 撑 正 交 插 值 向 量 尺度 函 数 的 例子 。 
例 4.1 定义 91(t) = plt) = xot) RERED) = [1 (x), 2(z)]7。 我 们 容易 验证 


B(k) = (¢1(k), 2(k))” = ĝo, k 12x1， 


这 样 ， 我 们 就 得 到 空间 LR, C?) 中 一 个 紧 支 撑 正 交 插 值 向 量 尺 度 函 数 @(z) = [bi(z), ba(z)] 工 。 
根据 定理 3.2， 我 们 就 得 到 具有 等 式 (10) 形式 的 抽样 定理 。 
例 4.2 假设 hh 是 一 个 满足 如 下 性 质 的 函数 
1) h(z)EL(R); 2) h(xz)>0; 3) frh(z)dz = 1; 
4) A(x) EBH; 5) supph C [-3, 3]. 
令 w+ 
bw) = /nor 


根据 文献 [10]， 则 dy (w) 是 一 个 非 负 的 ， 连 续 的 偶 函数 ， 而 且 它 的 支 集 在 区 间 [一 等, 等 ] 上， 并 
且 在 区 间 [-22, 27] E, iw) = 1. EIE gi (x) 是 一 个 偶 的 带 限 的 紧 支 撑 正 交 插值 尺度 函数 。 
我 们 首先 定义 


再 定义 
H(w) = 3 >》 hpt” 和 $o(w) = I] H(=), 
k k=1 


ABA, WECH [11] p21) 是 一 个 连续 的 紧 支 撑 正 交 揪 值 尺 度 函 数 ， 相 应 的 序列 各 具有 4 阶 
TELE HEH 

再 定义 更 (z) = [81(z), do(z)|?. ARARA O(c) 的 每 个 分 量 是 紧 支撑 正 交 插值 尺度 函数 ， 根 
据 定 理 3.2 可 知 ， 函 数 B(z) 也 是 一 个 紧 支 撑 正 交 插 值 问 量 尺度 函数 ， 而 且 它 具有 一 些 好 的 数学 
性 质 。 

致谢 : 我 们 衷心 感谢 审 稿 人 提出 的 宝贵 意见 以 及 对 本 文 的 提高 。 
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Cardinal Orthogonal Vector Scaling Functions 
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Abstract: The cardinal orthogonal scaling functions are useful in several applications such as sampling 
theory, signal processing, computer graphics. We give the definition of cardinal orthogonal vector 
scaling functions and classify them. We prove that the issue of sampling theorem in the vector wavelet 
subspace can be turned into the sampling problem in the that component subspaces. Furthermore, we 
obtain the explicit expression of sampling theorem in the vector wavelet subspace. At last, we give two 
examples. 

Keywords: vector wavelet subspace; sampling theorem; vector scaling functions 


Received: 03 June 2008. Accepted: 22 Apr 2009. 


